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Jeskyné Trinactka

Jiri Necas

Abstract. The grotto Thirteen. This article uses the form of a fairy tale; it introduces the basic topics
and operations in a finite field, especially in the field of residual classes of module 13 with emphasis on the
fact, that this field is unordered. Besides main field operations the tale deals with exponentiation and
discrete logarithm, too.

Pohadka, ktera seznamuje s pocitanim v télese zbytkovych tfid podle modulu 13.

Vitdm vas, mili ¢tendfi, opét v pohddkovém lese [1], [2]. Setkdme se zase s krdsnou
a sympatickou princeznou Alguelitou’ i s vilami a kovilasy’. Ke spravnému pohadkovému lesu
patii jeskyné. Nechybi ani u nds. Spolu se skupinou déti fesicich pytagoriddu jeskyni Ttindctku
navSstivime.

A jako ja coby autor vitdim Ctendfe, tak princezna Alguelita uvitala skupinu
matematikychtivych déti® u vchodu do Ttindctky. Ctenaf, ktery neni v naSem pohadkovém lese
ponejprv, uz vi, ze krdsnd a vzdéland princezna Alguelita, matematicky vzdéland zoolozka
a ekolozka, se svymi krasnymi dlouhymi kaStanovymi vlasy, velkyma dobro vyzatujicima o€ima,
milym dsmévem, cudnosti a skromnosti se svym tradi¢nim pohddkovym kolegynim - princezndm
podobd, avSak misto nepraktickych princeznovskych $atti nosiva kalhoty a tricko, a je to takova
inteligentni a laskava intelektudlka. Tentokrdt méla na sobé kalhoty béZové a modré tricko, na
némz byly vptedu zobrazeny dvé velké soustiedné kruZnice. Détem to trochu ptfipominalo orloj,
nicméné princezna byla tak mild a tak krdsné a zajimavé¢ povidala, Ze jim z jeskyné myslenky na
prazské Staroméstské ani na olomoucké Horni ndmésti neutikaly. Vnitini kruZnice byla Zluta
a pripominala cifernik hodin; méla po obvod¢ vyznacenych dvanact bodl, oznacenych obdobné
jako celé hodiny na hodindch, avSak dva rozdily byly ndpadné. Onen horni bod mél oznaceni dvé
— nulu a dvandctku, kterou vyjadiovalo pismeno C. Princezna si totiZ uvédomila, Ze by bylo
docela nerozumné, kdyZ pracujeme s ¢isly do dvandcti, pouzivat dvojcifernd ¢isla, a tak shodné
s konvenci programatord z redlného svéta pouzivala pro desitku pismeno A, pro jedenactku B

! Princezna je pedstavena v [2], v [1] vystupuje princezna bez jména. Princeznino jméno, inspirované jménem autorky
knihy [4], poukazujici na mozZnosti pohddky pro sdélovani, vyjadiuje duleZitost fas pro globalni ekosystém; alga je
latinsky a Spanélsky fasa; Spanélsky tvorend dvojnasobna zdrobnélina piiponou -uelita je Algielita, do CeStiny
prepisujeme Alguelita.

2 Muzska obdoba vily. Cesky slovni zaklad v/ je doplnén pfedponou ko- s obdobnym vyznamem jako

u goniometrickych funkci a pfiponou -as, kterd je pfevzata z litevstiny jako zdkladni pfiznak maskulina (tam jde

o nominativni pddovou koncovku).

* Détem jsou zde piisuzovany znalosti, které se oéekavaji aZ od stfedoskoldkil. Autor se za to omlouvd, aviak do
pohadky se 1épe hodi déti neZ mladez



wev s

sebe vzdilenych bodl. Horni bod byl oznacen 0, a pak, proti sméru hodinovych rucicek, byly
body 1, 2,..., B, C.

A jak princezna déti pfivitala? Povédéla jim, Ze si vaZi toho, jak zvIddly poéitani s &isly”.
RiSe &isel je krasnd, bohatd, dokonce bohatsi neZ viechno lidské pozndni svéta. Pfi tom jim
slibila, Ze v jeskyni najdou jiny svét. Bude se v ném pocitat obdobn¢ jako se v lidském svéte
pocitd s redlnymi Cisly, avSak v jeskynnim svété bude Cisel konecné mnoho, jak uz napovida
nazev jeskyné — Ttinictka. Ano, hlavni vétev matematiky v Ttindctce vystaci s tfindcti Cisly,
kterym se iiké trettodisla’. A jedno z nich — nula - je docela nezajimavé. A tak je v T¥indctce
dvanict zajimavych ¢isel.

Alguelita vyjadfila nad¢ji, Ze chytré déti nejsou povércivé. A kdyby snad nckteré prece
jen povércivé bylo a pred tfindctkou mélo takovy mrazivy respekt, at’ radéji mysli na téch
dvanict zajimavych trettocisel.

U vstupu do jeskyné Trindctky Alguelita piedstavila détem jejich privodce svétem
tretto¢isel: vily Algebru a Exponencidlu a kovilasy Modula a Logaritma. Pak déti doprovodila do
uzasné podzemni sin¢ a tam piedala slovo vile Algebfe.

Algebra détem zopakovala ve velkolepé jeskyni pohddkového svéta pravidla, kterd
splituje pocitani s ¢isly v lidském svété. Pfipomenime si je spolu s nimi.

Pro s¢itani plati:
sk) Pro libovovolnd dvé ¢islaa, bjea+b=b + a.

v w2

sa) Pro libovolnd tfi ¢islaa, b, cje (a+ b) +c=a + (b + ¢).

sn) Existuje prave jedno ¢islo 0, pro néz pro libovolné ¢islo a plati 0 + a = a.

z w2

si) Ke kazdému ¢islu a existuje prave jedno takové ¢islo —a, Ze plati a + —a = 0.

z w7

Cislo 0 nazyvame nula, &islo —a je opaéné &islo k &islu a.
Posledni pravidlo (si) ndim umoziuje definovat od¢itani: Pro libovolna dvé ¢isla a,b
definujeme jejichrozdila - b= a + -b.
Podobnd pravidla plati pro ndsobeni:
mk) Pro libovolnd dvé ¢islaa, bjea.b="> . a.
ma) Pro libovolna tfi ¢isla a, b, ¢ je (a.b).c = a.(b.c).
mn) Existuje pravé jedno ¢islo 1, pro néZ pro libovolné ¢isloa plati 1 . a = a.
mi) Ke kazdému &islu a , riznému od nuly existuje pravé jedno takové &islo a”', Ze plati a.a” = 1.

Mz s 2 . NS -1 ¥, 2 2t P NS
Cislo 1 nazyvdme jednotka, ¢islo a” je pfevracené Cili inverzni ¢islo k €islu a.

Posledni pravidlo (mi) ndm umoZiiuje definovat déleni nenulovym ¢&islem: Pro libovolné
&islo a a libovolné nenulové &islo b definujeme jejich podil a /b= a . b™.

A samoziejmé, Ze vila Algebra pfipomnéla i distributivni zdkon a jednu dtleZitou
vlastnost nuly:

v w2

d) Pro libovolnd tfi ¢isla a, b, cje (a + b).c = a.c + b.c.

z w2

z) Pro kazdé Cislo a plati 0.a = 0.

* Cislem rozumime redlné &islo (ptipadné racionalni &fslo).
® Tretton je §védsky tfinact.



I kdyz takovouto teorii ani déti milujici matematiku ve Skole nemaji v Zadné zvlastni
oblibé, v poddni vily Algebry vsSe poslouchaly udpln¢ se zatajenym dechem. A jejich
pozndnichtivost jeSté vzrostla, kdyZz se Algebra zminila, Ze pro platnost téchto pravidel pro
pocitani neni podstatné, Ze (lidskych) ¢isel je nekoneCné mnoho. Ale to uZz pifedala slovo
kovilasovi Modulovi. Jeho pIlné jméno je Modul TFindct, ale on je zvykly na to, Ze se mu fik4
kratce Modul. A tak i zde o ném jako o Modulovi budeme mluvit.

Modul piiSel s tim, Ze v Jeskyni Ttindctce pocitaji s trettocisly, s€itaji je a ndsobi, a také
od¢itaji a déli (nulou ovSem nikoli). Je jich tfindct, od nuly do dvandctky (ale také bychom mohli
fici tfeba od pétky do Ctyiky, pficemZ po dvandctce nasleduje nula). A jak uz vime z Alguelitina
triCka, desitka, jedendctka a dvanictka se oznacuji jednocifern¢ A, B, a C. A protoZe trettocisel
je kone¢né mnoho, mohou se operace mezi nimi definovat tabulkami. Rychle na plitno v cele
jeskyné promitl tabulky s¢itdni a ndsobeni a vyzval déti, aby si je dobie prohlédly:

SCITANT TRETTOCISEL
+ 0 1 2 3 4 5 9 7 8 9 A B C
o lo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C
1 |11 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C 0
2 |12 3 4 5 6 7 8 9 A B € 0 1
3 |13 4 5 6 7 8 9 A B € 0 1 2
4 |4 5 6 7 8 9 A B C 0 1 2 3
5 |Is 66 7 8 9 A B C 0 1 2 3 4
6 |6 7 8 9 A B ¢ 0 1 2 3 4 5
7 |17 8 9 A B € O 1 2 3 4 5 6
8 |8 9 A B ¢ 0 1 2 3 4 5 6 1
9 |9 A B ¢ 0 1 2 3 4 5 6 71 8
A A B ¢ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
B B ¢ 0 1 2 3 4 5 6 17 8 9 A
c lc o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B
NASOBENI TRETTOCISEL
. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C
o lo o o o o o 0o 0 O O O O O
1 /0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C
2 lo 2 4 6 8 A ¢ 1 3 5 17 9 B
3 /o 3 6 9 ¢ 2 5 8 B 1 4 71 A
4 lo 4 8 ¢ 3 7 B 2 6 A 1 5 9
5 1o 5 A 2 7 ¢ 4 9 1 6 B 3 8
6 |l0 6 ¢ 5 B 4 A 3 9 2 8 1 1
7 lo 7 1 8 2 9 3 A 4 B 5 C 6
8 |lo 8 3 B 6 1 9 4 ¢ 171 2 A 5
9 lo 9 5 1 A 6 2 B 7 3 Cc 8 4
A |0 A 7 4 1 B 8 5 2 ¢ 9 6 3
B [0 B 9 7 5 3 1 ¢c A 8 6 4 2




lc l]o ¢ B A 9 8 7 6 5 4 3 2 1

Obé¢ tabulky jsou symetrické® — mezi trettoisly tak plati pro s&itdni i pro nasobeni
komutativni zdkony sk, mk. Proto je také lhostejno, zda prvni operand hleddme v levém sloupci a
druhy v hornim fadku ¢i naopak. Z toho, jak vypada fadek ndleZejici nule u sCitdni a jednicce
u ndsobeni, je vidét, Ze zde plati i zdkony sn a mn. V tabulce s¢itdni je v kazdém tadku prave
jednou nula — ta je pravé ve sloupci, v jehoZz zdhlavi je trettocislo opacné k ¢islu v zdhlavi
ptislusného fadku. Muzeme si tak vytvorit tabulku opa¢nych Cisel:

Z tadku ¢i ze sloupce odpovidajicitho nule vidime, Ze zde plati zdkon z, a tedy k nule
neexistuje inverzni trettocislo. K nenulovym trettocislim vSak inverzni trettocisla v tabulce
snadno vyhleddme tak, Ze pro vybrané trettoCislo najdeme piislusSny fadek, v ném najdeme
jednicku, a ta je ve sloupci, v jehoz zdhlavi je hledané inverzni trettoCislo. Zde je tabulka
inverznich trettoCisel:

Pfi vyjadfovdni opacnych &isel se obejdeme bez znaménka "minus", pfi vyjadfovani
prevracenych c¢isel bez zlomki. K nasobeni a k prevracenym trettoCislim obratime svou
pozornost za chvili; ted’ se zamysleme nad tim, zda bychom piece jen nemohli n¢ktera trettocisla
prohldsit za zdpornd. Jisté, mohli; jde o to, zda by to bylo rozumné, a jaky pfistup by byl
nejrozumnéj$i. Jedna moZnost by bylo prohldsit za zdpornd ta €isla, od nichZ je (ndzorné) blize
k nule pomoci pficteni neZ pomoci odecteni, tedy 7 aZ C. Modul poznamenal, Ze podobné& to
d¢€laji na zemi programatofi, kdyZ fesi ukladani celych ¢isel v pocitaci, ale kdyZ uz on by byl t€mi
zdpornost uctivajicimi lidmi nucen nékterd tretto¢isla prohldsit za zdpornd, byla by to trettocisla
2,5,6,7, 8a ll. Pro¢ zrovna takto, vysvétli pozdgji vila Exponencidla. Ze by se podobny piistup
ve struktufe, jiZ pouzivaji programdtoii, pouzit nedal, a i kdyby dal, nebylo by to pro praci
pocitace vhodné, o tom se Modul uz nezminil.

M¢Il Modul platnost zbyvajicich pravidel détem prosté jen predlozit k véfeni? On jim to
dal jako podnét k pfemysleni, pfi¢emzZ jim prozradil, Ze soucet a soucin tretto¢isel se d4 vypocitat
tak, Ze se spocitd jejich soucet a soucin jako obycCejnych lidskych ¢isel, ziskany vysledek se
vydeli (se zbytkem) tfindcti; zbytek pfi tomto déleni je vysledkem operace mezi trettoCisly. Lidé
témto operacim fikaji sCitani, resp. ndsobeni podle modulu 13. Diky této souvislosti s pocitdnim
s lidskymi ¢isly se na zdklad€ asociativity a distributivity jejich s¢itdni a ndsobeni dd pomé&rné
snadno dokdzat, Ze tyto vlastnosti maji i operace s trettoCisly.

A kdyZ mliZzeme s trettocisly pocitat, miZeme v jejich oboru fesit i rovnice. Linearni jsou
podle Modula docela nezajimavé, ukdzal to na ptikladu

5x =B;

¢ Nezménf se, zaménime-li F4dky a sloupce, pokud jejich poradi ziistane zachovéno.



ob¢ strany rovnice vyndsobil trettoCislem inverznim k 5, tedy 8:
8.5x =8.B,

tedy
x=A.

ProtoZe se vSak pohybujeme v konec¢né, nepiili§ pocetné mnoziné, mizeme k feSeni
rovnice pouzit ptimo tabulku ndsobeni; v fddku piislusejicim trettoCislu 5 najdeme vysledek B;
nachdzi se ve sloupci trettocisla A.

Poslouchajici déti ani neregistrovaly ubihajici Cas, presto vSak Modulova informace, Ze
ted’ prijdou jeSté¢ zajimavé&jsi véci, je potcSila. Nez pred déti predstoupila usmévava vila
Exponencidla, laskavd Algebra jim pfipomnéla, jak se zavadi nezdpornd celo¢iselnd mocnina
mezi Cisly. Udé¢lala to poctive, indukci:

Pro kazdé &islo a je a” = 1. Déle definujeme a"*' = a.a"

Exponencidla své pozorné posluchace upozornila, Ze definice indukci uvaZuje mocnitel
jako libovolné pfirozené &islo’. Mocniny nuly jsou nezajimavé, mocniny nenulovych tretto¢isel
jsou zas nenulova trettocisla, a téch je dvanict; jejich hodnoty se periodicky opakuji. ProtoZe
nejdelsi perioda tohoto opakovéni je dvandct, mocnitel budeme vyjadfovat pomoci tolvocisel®,
jichZ, na rozdil od trettoocCisel neni tfindct, nybrZ dvandct. Tolvocisla nebudeme nédsobit, budeme
je jen scitat. Jejich s¢itdni vyjadiuje tato tabulka:

SCITANT TOLVOCISEL
+ 0 1 2 3 4 5 9 7 8 9 A B
o |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B
1 /1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B 0
2 |2 3 4 5 6 7 8 9 A B 0 1
3 |3 4 5 6 7 8 9 A B 0 1 2
4 |4 5 6 7 8 9 A B 0 1 2 3
5 |1s 6 7 8 9 A B 0 1 2 3 4
6 |6 7 8 9 A B 0 1 2 3 4 5
7 |7 8 9 a B 0 1 2 3 4 5 6
s |8 9 A B 0 1 2 3 4 5 6 1
9 |9 A B O 1 2 3 4 5 6 1 8
A A B 0 1 2 3 4 5 6 71 8 9
B |[B 0 1 2 3 4 5 6 17 8 9 a

Dvanéctd mocnina je v naSem svéte trettocisel vZdy stejnd jako nultd. ProtoZze by nckdy
vypadalo dost ndsiln¢ dvandctku nahrazovat nulou, pfi poc¢itani s tolvocisly povazujeme 0 a C

v v

(= 12) za vyjadreni téhoz Cisla.

Vtom se tam ukdzala princezna Alguelita a ukdzala Zlutou kruzZnici na svém tricku, kde
horni bod mél dvé oznaceni, 0 a C. Pfipomnéla, Ze je to podobné, jako kdyz pllnoc nékdy

7 Tedy nezaporné celé &islo; nulu povazujeme tedy za prirozené &islo.
¥ Tolv je §védsky dvanact.



oznacujeme jako O hodin, nekdy jako 24 hodin. Lpét na jednom oznaceni nemusi byt vzdy
nejSikovnéjsi.

Vzapéti vSak Alguelita zas udé¢lala prostor vile Exponencidle, a ta ukdzala tabulku
mocnin; v levém zdhlavi jednotlivych fadki jsou nenulova trettocisla, sloupce jsou nadepsany
tolvocisly; sloupce nadepsané 0 a C jsou (aZ na grafickou tpravu) stejné. Nultd mocnina
i dvanictd mocnina jsou vZdy rovny 1, nula a dvandctka pfedstavuji stejné tolvocislo.

V ftadcich odpovidajicich tretto¢islim 2, 6, 7 a 11 jsou obsaZena vSechna nenulova
trettocisla. Tato trettoCisla — tzv. primitivni kofemy — mohou slouZit jako zdklad jakéhosi
specidlniho tretto¢islového logaritmu. O tom vSak bude povidat kovilas Logaritmus.

Exponencidla ddle zminila, Ze mezi mocninami ostatnich tretto¢isel se vyskytuji jen
nekterd trettoCisla. Hodnoty mocnin se periodicky opakuji, délka periody (fika se téZ délka cyklu)
je vzdy délitelem ¢isla 12.

MOCNINY TRETTOCISEL

exponentn |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C |Délka
zaklad x cyklu

1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 4 8 3 6 Cc B 9 5 A 7 1 o

3 i 3 9 1 3 9 1 3 9 1 3 9 1 3

4 1 4 3 ¢ 9 A 1 4 3 ¢ 9 a 1 6

5 i1 5 ¢ 8 1 5 ¢ 8 1 5 c 8 1 4

6 1 6 A 8 9 2 ¢ 7 3 5 4 B 1 c

7 i1 7 A 5 9 B C 6 3 8 4 2 1 o

8 1 8 ¢ 5 1 8 ¢ 5 1 8 Cc 5 1 4

9 i 9 3 1 9 3 1 9 3 1 9 3 1 3

10 1 A 9 ¢ 3 4 1 A 9 ¢ 3 4 1 6

11 1 B 4 5 3 7 ¢ 2 9 8 A 6 1 o

12 i1 ¢ 1 ¢ 1 ¢ 1 ¢ 1 ¢ 1 ¢ 1 2

V tabulce mocnin trettoCisel ve sloupci exponentu 2 dvakrét vystupuji trettocisla 1, 3, 4,
9, A a C jsou to tzv. kvadratické zbytky. Dale vime, Ze nula je druhou mocninou nuly. Trettocisla
2,5,6,7, 8 aB, kterd nejsou druhou mocninou zadného trettocisla, nazyvame kvadratickymi
nezbytky. Vzdalen¢ to pfipomind déleni lidskych Cisel na kladnd a zdporna - zdporna ¢isla nejsou
druhou mocninou Zadného ¢&isla, kladnd pak dvou Cisel liSicich se znaménkem. A i v lidské
aritmetice je nula druhou mocninou nuly a Zddného jiného ¢isla.

Ted Exponencidla pfedala slovo Algebie, aby popovidala o kvadratickych rovnicich
v oboru trettocisel.

Kvadraticka rovnice md, podobné jako mezi obyCejnymi Cisly, tvar

ax’+bx+c=0,



v . . o\ .. . . v, -1 L s
kde a # 0. ProtoZze a je nenulové, miZeme rovnici vyndsobit trettoCislem a a uvést ji do
normovaného tvaru

2
X +px+qg=0,
kterou miiZeme pfevést na tvar

(x +7p) =(p)’ - ¢

Ted’ se na chvili vila Algebra odmlcela a ¢ekala, jak se pozorné poslouchajici déti budou
tvafit na sedmiCku. Ale opravdu jen na chvilicku, v pohddkovém svété byly vSechny

poslouchajici déti jeste bystiejsi nez jako feSitelé Pytagoriddy, a tak si uvédomily, Ze ndsobit 7 je
vlastné totéz jako d€lit 2; 2 a 7 jsou navzdjem inverzni trettocisla

Konstatovani, Ze pocet feSeni kvadratické rovnice zdvisi na tom, zda trettoéislo (7p)* - ¢
je kvadraticky zbytek, nula ¢i kvadraticky nezbytek, uz nikoho nepiekvapil. V prvnim ptipadé ma
rovnice dv¢ feSeni, v druhém jedno a v poslednim Zadné.

V normované kvadratické rovnici mize kazdy z koeficientl p, g nabyvat tfinacti riznych
hodnot. Reseni pro viech 169 réiznych rovnic (v zavislost na p a ¢) uvadi tabulka. Aby do ni bylo
mozno zapsat dva kotfeny, kazdému ¢ odpovidaji dva sloupce; pfi dvou kofenech jsou oba
vyuzity, pfi jednom (dvojndsobném) je v pravém symbol —, pokud feSeni neexistuje, je v obou
sloupcich #.

Pokud médme kvadratickou rovnici v oboru redlnych ¢isel, na jejiz kotfeny i koeficienty se
muiZeme divat jako na trettocisla, pak v oboru tretto¢isel ma tytéZ koreny.

M v s . » . 2
ReSeni kvadratické rovnice x“ + px + ¢ =0

gl © 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B
P

0- 8 5 # # 7 6 3 A # # # # # # # # B 2 4 9 # # 1 C
1/C0 3 9 # # # # # # # # 8 4 2 A 4 # 5 7 6 - 1 B # #
2|0B - C 4 7 # # 5 6 9 2 # # # # # # # # 1 A 8 3 # #
3/A0 # # B C 2 8 # # # # # # # # 7 3 1 9 # # 4 6 5 -
4109 7 2 # # A CB - 6 3 # # 5 4 1 8 # # # # # # # #
5180 # # 5 3 — 4 9 C # # A B 1 7 # # # # # # # # 6 2
6107 # # # # # # # # 8 c 1 6 # # B 9 - A 2 5 # # 3 4
7160 # # # # # # # # 1 5 7 Cc # # 4 2 - 3 8 B # # 9 A
8105 # # A 8 - 9 1 4 # # 2 3 6 C # # # # # # # # B 7
9140 B 6 # # 1 3 2 — A 7 # # 9 8 5 C # # # # # # # #
A|03 # # 1 2 5 B # # # # # # # # A 6 4 Cc # # 7 9 8
BI20 - 1 6 9 # # 7 8 B 4 # # # # # # # # 3 c A 5 # #
Cl|01 4 A # # # # # # # # 9 5 3 B # # 6 8 7 — 2 C # #




Kovilas Logaritmus uZ netrpélivé cekal, kdy se dostane ke slovu. KdyZ se tak stalo, zac¢al
tim, Ze jist¢ dobfe znaji, jak se zavadi logaritmus v oboru redlnych cisel. Jde o to, Ze
z exponencidlniho vztahu

y=a,
kde a je kladné ¢islo rizné od 1, mizeme vyjadrit x jako logaritmus kladného ¢isla y o zdkladu a:
x=log,y
Z pravidel o pocitani s logaritmy si pfipomenme, Ze plati
log, 1=0; log, a =1
log, (x.y) =log, x + log, y

A podobn¢ miizeme zavést "logaritmus” i mezi tretto¢isly . Plati-li
y=da,

kde a je primitivni kofen a x libovolné tolvocislo, miZeme vyjadfit x jako diskrétni logaritmus
(podle modulu 13)° nenulového &isla y o zdkladu a:

x =dlog, y.

Jako piiklad zvolme a = 6. Z tabulky mocnin si vyberme fddek mocnin 6 a vytvoime
samostatnou tabulku mocnin 6:

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |A| B |C
6" 1 6 | A | 8 9 2 | C |7 3 5 4 | B 1

KdyZz vyménime potadi fadkul, upravime leva zdhlavi a sloupce uspofadame tak, aby se
v tabulce pro jednotlivd y dobie hledaly piislusné diskrétni logaritmy, dostaneme tabulku
diskrétnich logaritmi:

y 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |A| B | C

dloge y 0 5 8 A9 1 7 3 4 2 | B| 6

Pfipomeiime, Ze y je nenulové trettocislo, kdeZto jeho diskrétni logaritmus tolvocislo.
Pro diskrétni logaritmy plati podobné jako pro obyc¢ejné logaritmy

dlog, 1 = 0; dlog, a =1

dlog, (x.y) = dlog, x + dlog, y (na pravé strané jde ovSem o s¢itani tolvocisel).

Aby to demonstroval na piikladé, ztstal kovilas Logaritmus u zdkladu 6 a zvolil x = 5,
y = 9. Vyndsobime-li tretto¢isla 5 a 9, dostaneme 6. V tabulce najdeme dlogs 5 =9, dlogs 9 =4

? Nékdy se pouZiva termin index



a i bez pouziti tabulky vime, Ze dlog ¢ 6 = 1. Secteme-li diskrétni logaritmy ¢initelt, tedy 9 a 4
jako tolvocisla, dostaneme skute¢né 1. Zatimco pfevedeni ndsobeni ¢isel na s¢itdni logaritmi se
muzZe velice dobfe uplatnit pfi vypoctu, v oblasti trettocisel (a tolvocisel jako exponentl) je to jen
hezk4 zajimavost."

Cas neuvéfitelnd rychle utikal, déti se toho dovédély hodné, a tak nadeSel Cas pro
Alguelitino zavérecné slovo. Ta je v ném pochvidlila za pozornost a pfipomnéla, Ze se sezndmily
s trettoCisly, jichZ je jen tfindct, a pfi tom pro operace mezi nimi plati stejné zdkona jako pro
operace mezi redlnymi Cisly. Mezi trettoCisly zvlaStni postaveni zaujimd nula; nenulova
trettoCisla vSak nerozdélujeme na kladnd a zdpornd. Zapornost se do pohddkové fiSe nehodi.
Alguelita se svymi spolupracovniky, vilami a kovilasy, skfitky a dal§im pohddkovymi bytostmi
védi, Ze smyslem Zivota je spolecné konat dobro a usilovat o n¢. Proto jim velice vyhovuje, Ze
trettoCisla nelze néjak rozumné uspoiddat pomoci vztahll 'vétsi — menSi', 'hor§i — lepsi'.
V pohadkové 1iSi nechtéji konkurenci, jeden v druhém vidi spolupracovnika, pfitele, bratra,
sestru.

Jeskynni setkdni ukoncila slovy: "VaZim si lidmi pouzivané struktury redlnych Cisel. Ale
nehodi se ke vSemu a n¢kdy vede na scesti. Jejich linedrni uspotfddani ('vétsi — mensi', 'horsi —
lepsi') je uzite¢né pro pocitdni, ale tyka se Cisel, a nikoli Zivych tvord. I ve skuteCném svété je
dulezitd neporovnatelnost. Je krasné, kdyz lidé mohou spolecné, kazdy podle svych schopnosti
a moZnosti, usilovat o dobro. Kazdy jsme jiny, umime néco jiného; mdme svd obdarovani
a vzdjemn¢ jeden potfebujeme druhého. A je skvé€lé, Ze madme jeden druhého po boku. — Védomé
pouzivam prvni osobu, patiim jak svétu pohddek, tak i lidskému svétu, krasnému, bohatému,
trpicimu rostoucim ndsilim a ocekdvajicimu rozmnoZovani dobra.

Doufdm, Ze jste v nasi jeskyni Ttindctce prozily piijemné a ducha obcerstvujici chvile, Ze
vam bylo dobfe spolu s vilami a kovilasy a i se mnou. Kéz byste se odtud vratily obohaceny
nejen matematicky, ale i vSeobecné lidsky. M¢éjte se moc dobie a at’ je i dobfe v§em, s nimiZ se
setkate."
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